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Resumo
Neste texto pretendemos ilustrar algumas aplicac¸o˜es de matema´tica no campo
da medicina, nomeadamente na imagiologia do fundo ocular. Vamos enumerar
algumas te´cnicas, problemas actuais e em aberto nos quais a Matema´tica pode ser
u´til.
1 Introduc¸a˜o
O estudo da visa˜o e´ um interesse actual da medicina e das cieˆncias da sau´de em geral.
Tal como muitos dos problemas associados a` sau´de, o estudo da visa˜o e´ uma a´rea mul-
tidisciplinar que envolve entre outras a engenharia, a matema´tica aplicada e estatı´stica,
a fı´sica e obviamente a clı´nica.
A matema´tica aplicada tem uma vasta aplicac¸a˜o nesta a´rea. Em particular, vamos
ilustrar neste artigo algumas das aplicac¸o˜es possiveis a` imagiologia do fundo ocular.
No entanto, alertamos desde ja´ o leitor para o facto da abrangeˆncia desta apresentac¸a˜o
ser bastante limitada e de conveneˆncia para a experieˆncia profissional do autor.
O sistema visual humano e´ bastante complexo e composto por va´rios orga˜os e es-
truturas. Grosso modo, a luz e´ difractada pela co´rnea e lente, atravessando um meio
aquoso chamado humor vı´treo e e´ concentrada no fundo ocular, nomeadamente na
retina, onde se encontram os fotorreceptores, sendo que todas estas estruturas fazem
parte do olho humano. Nos fotorreceptores a luz e´ transformada em sinal ele´ctrico.
Este sinal codifica a informac¸a˜o recebida e e´ depois transmitido atrave´s das ce´lulas
ganglionares pelas fibras nervosas que se concentram no disco o´ptico e depois trans-
portam essa informac¸a˜o atrave´s dos axo´nios e neuro´nios ate´ ao cortex visual que se
encontra no lobo occipital do ce´rebro, onde esta informac¸a˜o e´ processada formando a
percepc¸a˜o visual.
Alterac¸o˜es em quaisquer destas estruturas podem levar a` perda de visa˜o. Nesta
breve apresentac¸a˜o vamos focar-nosna retina. E´ conhecido que a diabetes (doenc¸a
em franca expansa˜o no mundo ocidental) pode derivar em retinopatia diabe´tica. Esta
doenc¸a da retina leva geralmente a` perda de visa˜o, devido a deficieˆncias no sistema vas-
cular (derrame de sangue para o espac¸o extra-vascular) originadas pela diabetes. Outra
doenc¸a de grande interesse em estudos actuais e´ a degeneresceˆncia macular devido a`
idade, onde o envelhecimento leva a que o tecido da retina (em particular na fo´vea,
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onde a concentrac¸a˜o de fotorreceptores e´ maior) se deteriore e provoque geralmente
perda de visa˜o central.
Em qualquer dos casos mencionados, o diagno´stico precoce e´ uma grande van-
tagem na cura ou pelo menos no atraso da progressa˜o da doenc¸a. Actualmente, o
diagno´stico da retinopatia diabe´tica e em particular de zonas de derrame e´ feito maio-
ritariamente por angiografia fluoresceı´nica. Assim, um marcador fluorescente e´ admi-
nistrado ao paciente, percorrendo os seus vasos sanguı´neos na retina, sendo-lhe enta˜o
fotografada a retina numa gama de frequeˆncias de fluoresceˆncia apropriada. Na ima-
gem e´ clara a posic¸a˜o dos vasos e zonas de derrame, indicando falha de funcionamento
da barreira hemato-retiniana (que impede o fluxo de substaˆncias da corrente sanguı´nea
para o exterior dos vasos), o que indica uma deficiente irrigac¸a˜o sanguı´nea no local.
A grande desvantagem deste me´todo de imagiologia e´ ser invasivo. De facto, existem
cerca de 5% de casos de alergia ao marcador fluorescente e 1 em cada 220 mil casos
pode inclusive´ levar a` morte.
Figura 1: Angiografia Fluoresceı´nica (esquerda) e Retinografia (direita) para um
mesmo sujeito.
Desta forma e´ importante determinar me´todos na˜o-invasivos que permitam obter os
mesmos resultados em termos de auxı´lio ao diagno´stico. Neste aˆmbito existem duas
possibilidades. Por um lado temos a retinografia, que e´ basicamente uma fotografia
do fundo ocular apo´s dilatac¸a˜o da pupila. E´ um me´todo comparativamente barato com
outras te´cnicas, acessı´vel em qualquer consulto´rio de oftalmologia e que por na˜o ser in-
vasivo pode ser utilizado em rastreio. No entanto, na˜o existe informac¸a˜o sobre zonas de
derrame e o contraste entre os vasos sanguı´neos e o fundo e´ menor que na angiografia
(ver figura 1).
Por outro lado temos a tomografia de coereˆncia o´ptica (OCT - Optical Coherence
Tomography) que se baseia em luz de baixa coereˆncia espacial. O princı´pio baseia-
se enta˜o na medic¸a˜o da interfereˆncia entre dois feixes, um que e´ reflectido na retina
do paciente e outro que percorre uma distaˆncia de refereˆncia controlada. A partir da
variac¸a˜o da distaˆncia percorrida pelo feixe de refereˆncia e´ possı´vel obter um mapa em
profundidade das propriedades de refracc¸a˜o da retina, permitindo obter informac¸a˜o
histolo´gica sobre as va´rias camadas constituintes da retina (ver figura 2). Em relac¸a˜o
a`s duas modalidades de imagem anteriores, este tomograma permite obter informac¸a˜o
tridimensional ainda que a uma resoluc¸a˜o lateral inferior. Cada volume e´ composto
por uma sucessa˜o de secc¸o˜es paralelas na direcc¸a˜o lateral a que se da´ o nome de B-
scan. Por outro lado, cada B-scan e´ composto por um conjunto de perfis axiais que
geralmente se denominam por A-scan (ver figura 2).
Neste trabalho vamos enta˜o apresentar alguns problemas as quais a matema´tica
pode ser aplicada de forma a tratar dados de OCT, nomeadamente da reduc¸a˜o de ruı´do
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Figura 2: Volume OCT (direita), B-scan (fatia em cima a` esquerda) e A-scan (linha
vertical).
e na extracc¸a˜o da rede vascular na retina.
2 Reduc¸a˜o de Ruı´do
Existem va´rias formas para remover ruı´do em imagens, mas nesta ana´lise vamo-nos
concentrar em me´todos de difusa˜o. A ideia passa por simular um processo de difusa˜o
(por exemplo de calor) na imagem com ruı´do, de forma a homogeneizar localmente
a imagem. Comparando uma imagem 2D com ruı´do a uma placa meta´lica em que
as altas intensidades na imagem correspondem a altas temperaturas na placa, o que
pretendemos simular e´ um processo de difusa˜o de calor em que um ponto de alta tem-
peratura envolvido por outros a mais baixa temperatura (que corresponde a um pico de
ruido isolado) transfira calor para a a´rea vizinha ate´ que a temperatura seja constante
(eliminac¸a˜o de ruı´do). Em Fı´sica, este processo e´ modelado pela pela equac¸a˜o do calor
@I
@t
= r  (DrI) (1)
em que I = I(x; y; t) e´ o valor da intensidade da imagem na coordenada (x; y) e
tempo t,ou seja, I(x; y; 0) = I0 e´ a imagem inicial com ruı´do, D = D(x; y; t; I) e´








rador gradiente, pelo que r denota o operador divergeˆncia. Existem nesta altura
duas questo˜es para responder: a) como tratar numericamente a equac¸a˜o (1) atrave´s
de uma discretizac¸a˜o apropriada e b) como escolher apropriadamente o coeficiente de
difusa˜o D que elimine ruı´do mas na˜o afecte as principais caracterı´sticas da imagem.
2.1 Discretizac¸a˜o
Para a discretizac¸a˜o da equac¸a˜o (1) sa˜o geralmente utilizadas diferenc¸as finitas, pela
simplicidade de implementac¸a˜o e velocidade de computac¸a˜o. Comec¸amos por discre-
tizar o intervalo de tempo de interesse [0; T ] (em que T e´ o tempo ma´ximo de difusa˜o)
em pontos igualmente espac¸ados tj = j ht com espac¸amento ht. A discretizac¸a˜o no
espac¸o ja´ esta´ definida, uma vez que uma imagem e´ composta por pixeis. Assim con-
sideramos por convenieˆncia o espac¸amento espacial hx = hy = 1 e os pontos (xi; yj)
correspondentes a cada pixel. O princı´pio das diferenc¸as finitas baseia-se agora em
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aproximar as derivadas de primeira e segunda ordens utilizando a fo´rmula de Taylor,
que para uma func¸a˜o f suave (isto e´, com derivadas finitas) nos diz que
f(x0  h) = f(x0) f 0(x0)h+ f 00(x0)h
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+O(h3); h! 0: (2)
Assim sendo, temos as aproximac¸o˜es para as derivadas
f 0(x0)  f(x0 + h)  f(x0)
h
f 00(x0)  f(x0 + h)  2f(x0) + f(x0   h)
h2
:
Note-se que a aproximac¸a˜o obtida para a primeira derivada e´ de facto uma aproximac¸a˜o
do declive da recta tangente ao gra´fico de f no ponto x0 quando h e´ muito pequeno.





















e atendendo a` notac¸a˜o Iki;j  I(xi; yj ; tk) e analogamente Dki;j  D(xi; yj ; tk) obte-















+(Dki+1;j  Dki;j)(Iki+1;j   Iki;j) + (Dki;j+1  Dki;j)(Iki;j+1   Iki;j)
i
: (3)
Cada iterac¸a˜o para obter os valores no instante de tempo t(k + 1) e´ obtida partindo
apenas dos valores ja´ conhecido no instante de tempo anterior tk. O me´todo e´ agora
repetidamente iterado ate´ se atingir o tempo ma´ximo de difusa˜o T , que por um lado
tera´ de ser alto o suficiente para remover o ruı´do, mas por outro tera´ de ser baixo o
suficiente para na˜o deteriorar as arestas da imagem.
Obviamente que o me´todo tambe´m pode ser generalizado para volumes de dados
OCT, sendo que nesse caso o gradiente (1) sera´ tridimensional. Deixamos as alterac¸o˜es
necessa´rias na versa˜o discreta (3) ao cuidado do leitor, embora apresentemos os resul-
tados comparativos entre abordagens 2D e 3D na figura 3.
2.2 Escolha do coeficiente de difusa˜o D
A escolha de D em (1) e´ de capital importaˆncia para que as principais caracterı´sticas
da imagem se mantenham, nomeadamente queremos D pequeno em zonas de grandes
transic¸o˜es na imagem para dificultar a difusa˜o nessas a´reas de arestas e D grande em
zonas mais planas e com ruido isolado, para o eliminar. Desta forma, um dos coefici-














Esta dependencia baseia-se no facto de que as segundas derivadas da imagem no lapa-
cianoI sa˜o pequenas em zonas de inflexa˜o (arestas da imagem) e grandes em pontos
de alta curvatura (ruido isolado). A desvantagem desta abordagem e´ o ca´lculo adicional
de segundas derivadas, que em imagens com ruı´do e´ altamente insta´vel, o que leva a
maus resultados nas iterac¸o˜es iniciais. Mais recentemente foi sugerido por Gilboa [6] o














= tF (I0)(x; y); (6)
em que Im representa a parte imagina´ria e F (I0) e´ uma imagem obtida pela filtragem
para as altas oscilac¸o˜es da imagem inicial I0. Desta forma obetem-se um coeficiente
de difusa˜o D com o mesmo efeito, mas evitando o ca´lculo de segundas derivadas da
imagem. Mais recentemente, foi proposta uma adaptac¸a˜o melhorada deste me´todo
para o caso de imagens de OCT [3], fazendo uma escolha apropriada do paraˆmetro k.
O estudo de convergeˆncia e estabilidade do me´todo nume´rico proposto para difusa˜o
complexa foi estabelecido em [1].
Figura 3: B-scan original de OCT de um sujeito com descolamento da retina (direita)
e as respectivas filtragens 2D (meio) e 3D (esquerda) com o coeficiente complexo (5).
3 Rede Vascular a partir de dados de OCT
O OCT emite luz com comprimento de onda na ordem dos 800 nano´metros. Esta
frequeˆncia permite que a luz penetre o suficiente no tecido biolo´gico sem ser absor-
vida de forma a se obterem dados em toda a espessura da retina. No entanto, a esta
frequeˆncia a luz e´ absorvida pelos vasos sanguı´neos, o que provoca uma sombra em
profundidade na imagem de OCT. Se por um lado este problema na˜o permite ob-
ter informac¸a˜o abaixo do vaso, por outro abre a possibilidade para a reconstruc¸a˜o da
posic¸a˜o tridimensional da rede vascular na retina por um me´todo na˜o invasivo.
5
Figura 4: Topo: B-scan de um volume OCT (esquerda), a segmentac¸a˜o da retina (meio)
e da zona dos fotorreceptores (direita); O B-scan ilustrado e´ a secc¸a˜o do volume cor-
respondente a` linha azul tracejada na imagem de fundo em baixo. Baixo: imagens de
fundo obtidas pela integrac¸a˜o em profundidade do sinal na zona segmentada.
Em particular, se se fizer o integral (equivalente a` me´dia) do sinal de um volume
de dados de OCT em profundidade obtemos uma aproximac¸a˜o da projecc¸a˜o a duas
dimenso˜es da rede vascular na retina, conforme representado na figura 4.
E´ importante tambe´m referir que o contraste entre os vasos e o fundo pode ser me-
lhorado. Por exemplo, se a integrac¸a˜o for feita so´ na retina ou mesmo so´ na zona dos
fotorreceptores onde a sombra e´ mais vı´sivel, o contraste e´ melhorado conforme ilus-
trado na figura 4. De facto, a rede vascular da retina encontra-se no terc¸o superior, pelo
que a zona dos fotorreceptores, que e´ representada pelas altas intensidades do volume
OCT no fundo na retina, e´ muito sensı´vel a` sombra dos vasos. No entanto e´ necessa´ria
uma segmentac¸a˜o da imagem para este fim. No caso apresentado, a segmentac¸a˜o foi
feita manualmente, o que e´ um processo moroso para cada volume considerado e su-
jeito a erros. Na realidade, a segmentac¸a˜o manual feita pelo mesmo indivı´duo em dois
instantes diferentes tem uma variabilidade considera´vel. Desta forma, uma hipo´tese e´
considerar um algoritmo de segmentac¸a˜o automa´tica de camadas da retina, sendo que
va´rias abordagens ja´ esta˜o disponı´veis na literatura [2, 4, 5].
Outra hipo´tese e´ tentar obter uma imagem de fundo sem necessitar de segmentac¸a˜o
da retina, usando noc¸o˜es fundamentais de estatı´stica. Dado um A-scan (composto por
1024 pixeis), isto e´ uma linha em profundidade de um volume OCT conforme ilustrado
na figura 2, consideramos uma func¸a˜o densidade de probabilidade (FDP) discreta asso-









; i = 1; 2; : : : ; 1024;
em que k  1 e´ um paraˆmetro a` escolha. E´ claro que p satisfaz todas as propriedades de
uma FDP discreta. Mais ainda, temos que quanto maior a intensidade do pixel, maior a
probabilidade associada e que esta probabilidade aumenta para os pixeis de intensidade
ma´xima a` medida que k aumenta.
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Sabe-se que num OCT os pontos de maior intensidade se encontram na zona dos
fotorreceptores (camada inferior da retina, abaixo dos vasos) e na camada de fibras
nervosas (camada superior da retina, acima dos vasos). Assim, numa zona de sombra
de vasos, o sinal da primeira e´ muitı´ssimo atenuado enquanto que o da segunda se





varia consoante se esta´ numa zona de vasos ou na˜o, conforme ilustrado na imagem 5,
a vermelho.
Figura 5: O valor esperado (7) (vermelho) para cada A-scan com k = 5 e a curva
quadra´tica que melhor se adapta no sentido dos mı´nimos quadrados (verde).
Se agora representarmos uma imagem de fundo cuja intensidade e´ dada pelo valor
esperado anterior para cada A-scan do volume OCT, obtemos a segunda imagem da
figura 6.
Ainda que o contraste entre o fundo e os vasos seja maior que para o integral em
todo o volume (imagem a` esquerda na figura 6), o resultado ainda na˜o e´ ta˜o bom como
o obtido a partir da integrac¸a˜o entre a segmentac¸a˜o da zona dos fotorreceptores (ima-
gem a` direita na figura 6). Mais ainda, a imagem obtida tem uma grande oscilac¸a˜o
de intensidade, devido a` curvatura da retina no volume OCT (ver 5). Uma forma de
corrigir a intensidade e´ retirar a` curva do valor esperado a curva quadra´tica que melhor
se adapta no sentido dos mı´nimos quadrados, conceito que explicamos de seguida. O
objectivo e´ minimizar a soma dos erros quadra´ticos da curva quadra´tica em relac¸a˜o a`
func¸a˜o que queremos aproximar, neste caso o valor esperado (7) ao longo do B-scan.
Fundus Image Weighted Mean Weighted Mean − Reference Manual Segmentation −> OSL/RPE
Figura 6: Da esquerda para a direita: imagens de fundo obtidas a) pela integrac¸a˜o no
volume todo, b) pelo me´todo do valor esperado com k = 5, c) pelo anterior com a
correcc¸a˜o quadra´tica e d) pela integrac¸a˜o na zona segmentada junto aos fotorrecepto-
res.
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Como nos casos considerados, cada B-scan e´ composto por 512 A-scans, pretendemos
minimizar a func¸a˜o de custo




Ey(X)  (a+ by + cy2)
2
; (8)
em queEy(X) e´ o valor esperado (7) para o A-scan y do B-scan considerado. Sabemos

























































A curva obtida pela resoluc¸a˜o do sistema e´ representada a verde na figura 5. Se subtrair-
mos esta curva quadra´tica aos valores esperados para a posic¸a˜o (representados a verme-
lho), obtemos uma imagem de fundo (terceira imagem na figura 6) com correcc¸a˜o de
intensidade e cujo contraste entre vasos e fundo e´ da mesma ordem de qualidade que
o obtido com a segmentac¸a˜o manual na zona dos fotorreceptores (imagem a` direita,
figura 6).
A partir da imagem de fundo e´ agora necessa´rio obter aproximac¸o˜es para as paredes
dos vasos de forma a calcular paraˆmetros sobre o seu diaˆmetro e tortuosidade. De
um forma bastante simplista e sujeita a erros devido a` presenc¸a de ruı´do, podemos
simplesmente aproximar a posic¸a˜o das paredes dos vasos usando a norma do gradiente
da imagem de fundo, conforme representado na figura 7. Altos valores dessa norma
correspondem a zonas de transic¸a˜o entre altas e baixas intensidades e logo a posic¸o˜es
de paredes de vasos.
4 Concluso˜es e Trabalho Futuro
Neste artigo pretendeu-se ilustrar algumas aplicac¸o˜es de Matema´tica ao processamento
e ana´lise de imagem me´dica, nomeadamente da retina humana. As a´reas de aplicac¸a˜o
de conceitos e me´todos de Matema´tica nas cieˆncias da sau´de teˆm vindo a aumentar
com o grande desenvolvimento de novas tecnologias nos u´ltimos anos. Neste artigo
mostra´mos alguns exemplos, como a aplicac¸a˜o de esquemas de diferenc¸as finitas a
modelos de difusa˜o para a eliminac¸a˜o de ruı´do em imagens, aplicac¸o˜es de estatistica
para obter imagens de fundo com melhor contraste entre vasos e restante tecido da re-
tina e ainda ilustramos principios simples de aplicac¸o˜es de gradientes e derivadas para
determinar paredes de vasos nessas mesmas imagens. A combinac¸a˜o destes procedi-
mentos permite obter a projecc¸a˜o da rede vascular a duas dimenso˜es e retirar alguns
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Figura 7: Norma do gradiente da imagem de fundo (terceira imagem na figura 6).
paraˆmetros quantitativos (diaˆmetro e comprimento dos vasos, tortuosidade, aˆngulo de
bifurcac¸a˜o, etc...) de auxı´lio ao diagno´stico.
Trabalho futuro incidira´ tambe´m sobre a determinac¸a˜o da componente em profun-
didade do vaso, que corresponde ao ı´nicio da zona de sombra no volume OCT. Desta
forma seria possı´vel obter mais informac¸a˜o sobre a rede vascular na retina, uma vez
actualmente a ana´lise da rede vascular e´ feita na sua projecc¸a˜o a duas dimenso˜es em
imagens de angiografia fluoresceı´nica. A obtenc¸a˜o da localizac¸a˜o tridimensional da
rede vascular permitiria melhor precisa˜o no ca´lculo dos paraˆmetros quantitativos an-
teriormente referidos, o que poderia melhorar as te´cnicas actualmente existentes de
auxı´lio ao diagno´stico precoce.
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